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RÉSUMÉ. – Nous présentons une nouvelle famille de cas d’intégrabilité d’un système
de six équations différentielles ordinaires dérivé des équations d’Euler sur l’algèbre
de Lie so(4). Notre méthode nous permet d’obtenir de nouveaux cas d’intégrabilité.
Les nouvelles intégrales premières sont explicitement écrites sous forme de polynômes
homogènes. Ó Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS
ABSTRACT. – We present a family of new cases of integrability of some six
dimensional systems of ordinary differential equations derived from the Euler equations
on Lie algebra so(4). Our main tool are the symmetries. The new first integrals are
explicitely written in the form of homogeneous polynomials. Ó Éditions scientifiques
et médicales Elsevier SAS
Nous allons considérer des équations d’Euler sur l’algebre so(4) :{ E˙M = EM × Â EM + EM × B̂ Eγ ,
E˙γ = Eγ × Ĉ Eγ + Eγ × B̂ EM,
(1)
où EM = (m1,m2,m3)T , Eγ = (γ1, γ2, γ3)T sont des vecteurs de C3.
Â = diag(a1, a2, a3), B̂ = diag(b1, b2, b3), Ĉ = diag(c1, c2, c3)T sont
des matrices diagonales. Ce système adment l’intégrale d’énergie :
H = 12
( EM,Â EM)+ ( EM,B̂ Eγ )+ 12( Eγ , Ĉ Eγ ).(2)
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Ici × est le produit vectoriel et ( , ) le produit scalaire. Définissons les
crochets de Lie–Poisson de la manière suivante :
{m1,m2} =m3,
{γ1, γ2} = γ3,(3)
{γi,mj } = 0, i, j = 1,2,3
et les autres crochets mi,mj et γi, γj , par permutations cycliques des
crochets (3). Par rapport à ces crochets le système (1) un système
d’équations de
I1 = ( EM, EM),
I2 = ( Eγ , Eγ ).(4)
Pour quele le système (1) soit complètement intégrable au sens de
Liouville il faut qu’il existe une quatrième intégrale première fonction-
nellement indépendante des intégrales H,I1 et I2. It est bien connu que
cette quatrière intégrale existe dans les cas de Manakov et de Adler-van-
Moerbeke [1]. En suivant [1] on introduit dans le système (1) un petit
paramètre ε au moyen du changement de variables :
EM→ EM, Eγ 7→ ε Eγ .(5)
Les équations (1) prennent la forme : E˙M = EM × Â EM + ε EM × B̂ Eγ ,E˙γ = ε Eγ × Ĉ Eγ + Eγ × B̂ EM.(6)
Après passage à la limite quand ε→ 0, on obtient le système : E˙M = EM × Â EM,E˙γ = Eγ × B̂ EM,(7)
qui a toujours trois intégrales premières :
F1 = ( EM,Â, EM),
F2 = ( EM, EM),(8)
F3 = ( Eγ , Eγ ).
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THÉORÈME (Fomenko [1]). – Si le système (1) admet une quatrième
intègrale algébrique, alors le système (7) l’admet aussi.
Dans le travail [2], A.P. Veselov a appliqué au système (7) la méthode
de S.V. Kovalevskaya [4]. Sa méthode consiste à chercher les cas où
la solution générale de ces équations différentielles n’a pas de points
critiques mobiles. Pour les équations (7) cette condition est de la forme :
a32b
2
1 + a13b22 + a21b23 + k2a32a13a21 = 0(9)
où aij = ai − aj , i, j = 1,2,3, et ou k = 1,3,5, . . . est un nombre impair.
En s’appuyant sur le théorème de Yoshida [3, p. 372] il est facile
vérifier que le nombre g = k + 1 est un exposant de Kovalevskaya du
système (7) qui définit un degré d’homogénéité de l’intégrale première
additionnelle. À titre d’exemple nous considérons le cas Â = B̂ , alors
le système (7) se ramène à des équations d’Euler–Poisson bien connues,
elles ont l’intégrale additionnelle :
F4 = ( EM, Eγ )(10)
qui est un polynôme homogène du degré d’homogénété g = 2. Il est facile
de vérifier que dans ce cas, la condition (9) est satisfaite pour k = 1. Le
but de cette not est de dérerminer la quatrième intégrale du système (7)
quel soit le nombre natural k impair.
THÉORÈME. – Si la condition (9) est satisfaite, alors les équations (7)
admettent une quatrième intégrale sous forme d’un polynôme homogène
de degré d’homogénété g = k+ 1.
Démonstration. – Par définition, un champ de symétrie du système des
équations différentielles :
x˙k = fk(x1, x2, . . . , xn), k = 1,2, . . . , n,(11)
est un opérateur différentiel linéaire :
P̂ =
n∑
k=1
pk(x1, x2, . . . , xn)
∂
∂xk
(12)
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qui commute avec l’opérateur :
F̂ =
n∑
k=1
fk
∂
∂xk
.(13)
On vérifie aisément que la condition :
[
P̂ , F̂
]= P̂ F̂ − F̂ P̂ = 0(14)
est équivalente aux identités :
n∑
k=1
fk
∂pi
∂xk
=
n∑
k=1
pk
∂fi
∂xk
, i = 1,2, . . . , n.(15)
C’est un systèm d’équations différentielles aux dérivées partielles.
Pour le système (7) l’opérateur (13) est de la forme :
F̂ = ( EM × Â EM) ∂
∂ EM +
( Eγ × B̂ EM) ∂
∂ Eγ .(16)
Nous cherchons un champ de symétrie du système (7) sous la forme :
P̂ = EP( EM) ∂
∂ Eγ ,(17)
où le vecteur EP = (p1,p2,p3)T inconnu dépend des variablesm1,m2,m3.
Les conditions (15) impliquent que EP satisfait un système de trois équa-
tions aux dérivées partielles :
Ω̂ EP =
 0 b3m3 −b2m2−b3m3 0 b1m1
b2m2 −b1m1 0
 EP(18)
où
Ω̂ = ( EM × Â EM) ∂
∂ EM .(19)
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On vérifie que si la condition (9) est satisfaite, le système (18) admet
comme solution :
EP =

m1 0 00 m2 0
0 0 m3
 k−32∏
n=0
Ĵ−12n+1
m21 0 00 m22 0
0 0 m23

 EP0,(20)
où
Ĵ2n+1 =
−(2n+ 1)a32 b3 −b2−b3 −(2n+ 1)a13 b1
b2 −b1 −(2n+ 1)a21
 .(21)
Le vector constant EP0 ext une solution du système linéaire :
Ĵk EP0 = 0.(22)
Notons que det Ĵk = 0 en raison de la condition (9).
PROPOSITION. – Si la fonction K est une intégrale première du
système d’équations différentielles (11) qui admet un champ de symétrie
P , alors la fonction P̂K est aussi une intégrale première de ce système.
Cela découle directement de (14). Soit maintenant K = 12( Eγ , Eγ ) avec
P est défini par (17). Alors la quatrième intégrale cherchée du système
(7) est de la forme :
F4 = ( EP( EM), Eγ ).(23)
C’est un polynôme homogène de degré d’homogéneité g = k + 1, où
k = 3,5,7, . . . est un nombre impair. Dans le cas k = 1, l’intégrale
correspondante est de la forme :
F4 = ( EM,X̂ Eγ )=m1γ1x1 +m2γ2x2 +m3γ3x3,(24)
où 
x1 = b1b3 − b2a13,
x2 = b1b32 + b3b2,
x3 = a32a13 + b23.
(25)
Il est aisé de voir que les intégrales (23) et (24) sont fonctionnellement
indépendantes avec les intégrales (8).
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